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Статья посвящена рассмотрению текущего состояния конструктивистского 
и структуралистского направлений в философии математики. Обосновывается вза-
имосвязь указанных направлений в рамках теоретико-типового подхода к основани-
ям математики через рассмотрение понятий изоморфизма, инварианта и структуры. 
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Дискуссии об основаниях математики в последнее время по ряду 
причин снова приобрели остроту и концептуальную насыщенность. 
Связано это прежде всего с прогрессом как в ряде теоретических 
областей математики (таких, например, как топология и теория ка-
тегорий), так и в областях, развиваемых по большей части в рамках 
компьютерных наук и имеющих непосредственное практическое 
приложение (например, теория типов и попытки развития фор-
мальной математики, предполагающей компьютерную проверку до-
казательств). Эти дискуссии в определенном смысле подытоживают 
недовольство теорией множеств в качестве попытки построения ос-
нований математики, а также выдвигают на первый план конструк-
тивистские и структуралистские подходы в философии математики. 
Для того чтобы разобраться в современных дискуссиях, необходимо 
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последовательно рассмотреть конструктивизм и структурализм, а за-
тем обратить внимание на объединяющий их подход.

Конструктивизм

Конструктивизм (или интуиционизм) предполагает более строгое 
понимание понятий существования, построения, а также логических 
связок и кванторов 1, чем в рамках классической математики. Клас-
сическое реалистское (или, если хотите, «идеалистическое») пони-
мание дизъюнкции как отрицания того, что оба дизъюнкта ложны, 
а существования как отрицания того, что некоторый предикат ложен 
для любого объекта, приводят к тому, что математика не может быть 
интерпретирована в рамках вычислительных моделей. Изначальная 
же мотивация интуиционизма, выдвинутого Л.  Э.  Я.  Брауэром, со-
стояла в точке зрения, что математика представляет собой свободное 
творение человеческого разума и не зависит ни от языка, ни от ка-
кого бы то ни было мира идеальных объектов (например, мира пла-
тоновских идей). Согласно Л. Э. Я. Брауэру, математические истины 
не существуют за пределами человеческого мышления, а истинность 
или ложность математических утверждений зависят от соответству-
ющего ментального построения или демонстрации того, что такое 
построение невозможно.

В дальнейшем акцент на подходе со стороны (своеобразной канти-
анской) философии сознания и понятия интуиции был несколько ни-
велирован, а благодаря А. Гейтингу и А. Н. Колмогорову логические 
термины получили интуиционистскую интерпретацию (в аксиомати-
зации интуиционистской логики и исчислении задач, что зачастую 
называется интерпретацией Брауэра – Гейтинга  – Колмогорова), 
а позже были уточнены С.  Клини с помощью понятия реализуемо-
сти. Тем не менее следует заметить, что общий философский настрой 
в духе Л. Э. Я. Брауэра 2 еще сохранялся некоторое время. Например, 
в фундаментальной работе Э. Бишопа по конструктивному анализу. 
Полезно различать, подобно Ф.  Ричмэну [Richman, 1990; 1996], он-
тологический (или брауэровский) и эпистемологический варианты 
конструктивизма, где под онтологическим конструктивизмом пони-
мается точка зрения, что математические объекты являются своего 
рода ментальными сущностями, а эпистемологический конструкти-
визм, с другой стороны, подразумевает лишь понимание конструк-

1 Как определенного рода инструкций по построению доказательств.
2 Другими словами, понимание математики как продукта человеческого мышле-

ния.
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тивной математики как чего-то характеризующегося специфической 
методологией, выстроенной на основе интуиционистской логики. 
Онтологический конструктивизм влечет за собой конструктивизм 
эпистемологический, но обратное следование не имеет места с необ-
ходимостью.

Можно без преувеличения сказать, что такой эпистемологический 
конструктивизм в том или ином виде (вполне вероятно, неосознанно) 
развивался начиная с работ М. Э. Шейнфинкеля, Х. Карри по комби-
наторной логике и А. Чёрча по лямбда-исчислению. Не вдаваясь глу-
боко в историю, необходимо подчеркнуть роль лямбда-исчисления 
с типизацией в стиле А. Чёрча, поскольку именно оно, метафориче-
ски говоря, стало одним из «кирпичиков» современного конструкти-
визма. Точнее, оно было взято за основу при построении интуицио-
нистской теории типов П. Мартина-Лёфа, а также нескольких систем 
построения математических доказательств. Интуиционистская тео-
рия типов П. Мартина-Лёфа, ряд идей которой были предвосхищены 
в формальном языке Automath Н. де Брёйна, в дальнейшем получила 
свое развитие и с различными расширениями была реализована в со-
временных системах для интерактивного построения доказательств 
(например, Coq и Agda).

В связи с развитием типизированного лямбда-исчисления важно 
отметить роль соответствия Карри – Говарда. Соответствие Карри – 
Говарда представляет собой структурную взаимосвязь между доказа-
тельствами и вычислениями. Изначально эта взаимосвязь была заме-
чена Х. Карри в отношении типов комбинаторов (в комбинаторной 
логике) и аксиомных схем интуиционистской логики высказываний, 
а позже подмечена им же в отношении систем построения доказа-
тельств в духе Гильберта и типизированного фрагмента комбина-
торной логики. Несколько позже У. Говард обнаружил, что подобная 
взаимосвязь имеет место между натуральным исчислением и типи-
зированным лямбда-исчислением. Соответствие Карри  – Говарда 
в общем смысле представляет собой соответствие дерева доказатель-
ства той или иной теоремы и дерева вывода типа соответствующего 
лямбда-терма. Иначе говоря, теоремы соответствуют типам, а доказа-
тельства – построению терма, имеющего указанный тип. К примеру, 
импликация A→B соответствует типу функций, принимающих аргу-
мент типа A и возвращающих результат типа B. Соответствие здесь 
очевидно при условии принятия интерпретации Брауэра – Гейтинга – 
Колмогорова, поскольку, согласно последней, доказательство импли-
кации A→B представляет собой операцию, преобразующую доказа-
тельство для A в доказательство для B.

Аналитическая философия, эпистемология и философия науки
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Таким образом, эпистемологический конструктивизм позволяет 
обнаружить вычислительный смысл математических результатов, так 
как любое (конструктивное) доказательство той или иной теоремы 
представляет собой вычислительную процедуру. Каждый (конструк-
тивистски полученный) математический результат может быть запи-
сан в виде компьютерной программы с помощью специального языка 
и проверен компилятором (грубо говоря, так работают указанные 
уже Coq и Agda). Таким образом, следует отметить, что конструкти-
визм в эпистемологическом смысле в настоящее время наиболее под-
ходящим образом реализуется в рамках теоретико-типового подхода, 
тогда как с классическим подходом ассоциируется теоретико-множе-
ственный подход 3.

Классическая математики, строящаяся на основе теории множеств, 
во многом лишена указанной возможности. Метафорически говоря, 
никакого вычислительного смысла, «понятного» для конечных вы-
числителей (типа компьютеров и людей), у «неконструктивных» ма-
тематических результатов (вроде теоремы Банаха – Тарского или ре-
шения М. Лашковичем проблемы квадратуры круга по А. Тарскому) 
просто нет. Тем не менее гораздо более важным преимуществом те-
оретико-типового подхода (а в данном контексте это подразумевает 
конструктивный подход) к основаниям математики перед подходом 
теоретико-множественным является понятие структуры, о котором 
подробнее речь пойдет ниже. Пока же следует особо отметить одну 
важную черту теоретико-типового подхода, связанную с понятием 
структуры и заключающуюся в том, что любое определимое в теории 
типов свойство объекта является инвариантным 4.

Структурализм

История структурализма в философии математики по продол-
жительности вполне сравнима с историей конструктивизма. Так, 
предпосылки современного структурализма в философии математи-
ки можно обнаружить у Д.  Гильберта, предполагавшего определять 
понятия геометрии через их соотношения друг с другом, и в рабо-
тах французских математиков, публиковавшихся под коллективным 
псевдонимом Н. Бурбаки. Тем не менее в собственном смысле совре-

3 Последнее замечание будет прояснено далее при обсуждении понятий тожде-
ства и различия, а также гомотопической теории типов. Кроме того, для сравнения 
теоретико-множественного и теоретико-типового подходов к основаниям математи-
ки можно обратиться к недавней статье автора [Ламберов, 2017].

4 Об этом результате см.: [Makkai, 1998; Awodey, 2014].
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менный структуралистский подход представляет собой лишь скла-
дывающуюся, но весьма перспективную программу исследований, 
связываемую прежде всего с М. Резником [Resnik, 1997] и С. Шапиро 
[Shapiro, 1997; 2000], а также с аргументами П. Бенацеррафа о неедин-
ственности представления математических объектов.

В самом общем смысле структура представляет собой абстракт-
ную форму некоторой системы, отвлеченную от любых особенностей 
объектов этой системы, которые не отражены в отношениях между 
объектами. Тогда, допустим, арифметика в структуралистском смыс-
ле представляет собой исследование структуры натуральных чисел, 
т. е. некоторой общей формы различных систем натуральных чи-
сел, абстрагированной от конкретных нерелевантных свойств чисел, 
как они представляются в той или иной системе.

При обращении к понятию структуры важно отметить роль, ко-
торую сыграла в разработках современных оснований математики 
теория категорий. В 1950–1960-х гг. У. Лавер предпринял попытку по-
строения теории множеств с точки зрения теории категорий и сфор-
мулировал то, что было названо ETCS (элементарная теория кате-
гории множеств). Важным оказалось то, что получившаяся теория 
представляла собой структурную интерпретацию. Последнее предпо-
лагает, что универсальные конструкции в категориях позволяют ра-
ботать с изоморфными объектами как с «равными». Это кардиналь-
ным образом отличает ETCS от «материальных» теорий множеств 
(таких, например, как ZFC) тем, что ключевым понятием последних 
является понятие принадлежности элемента множеству, а все объек-
ты (в большинстве вариантов «материальных» теорий, однако в неко-
торых вариантах в качестве элементов используются «атомы») сами 
представляют собой множества. В противоположность этому «струк-
турные» теории основываются на внешних отношениях между объ-
ектами, а элементы оказываются анонимными.

Последнее обстоятельство позволяет противопоставить вну-
тренний и внешний смыслы понятия структуры. Следует отметить, 
что при представлении, например, натуральных чисел в теории мно-
жеств (допустим, в ZFC) понятие структуры тоже присутствует. Тем 
не менее структура в этом случае понимается «внутренним» спосо-
бом  5 через отношения и операции над элементами. При таком по-
нимании математическими объектами оказываются отдельно взятые 
конкретные натуральные числа. Подобный подход может быть обна-
ружен и в уже указанных работах М. Резника и С. Шапиро. Несмотря 

5 См.: [Awodey, 2014].
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на то, что в определенном смысле структурализм был спровоцирован 
аргументами П. Бенацеррафа [Benacerraf, 1965], критические замеча-
ния последнего все еще работают против структуралистов, определя-
ющих понятие структуры «внутренним» способом.

Теперь следует коротко рассмотреть проблему неединственности 
представления математических объектов. Существует несколько ши-
роко известных способов представления чисел с помощью множеств. 
Два разных способа представления одного и того же числа (напри-
мер, в стиле Дж. фон Неймана и Э. Цермело) отличаются друг от дру-
га, не являются изоморфными (их структуры различны!). Более того, 
можно сформулировать утверждения, которые будут истинными 
для одного представления и ложными для другого. Представляется, 
что источником этой проблемы является то, что представление того 
или иного натурального числа в рамках теории множеств содержит 
в себе не только свойства чисел, но и некоторые привнесенные свой-
ства множеств. Метафорически это можно сравнить с нестандартны-
ми моделями: нестандартная модель содержит некоторые объекты, 
которые мы не знаем как считать, а представление числа через множе-
ства содержит свойства, которые мы не можем определить как свой-
ства чисел. Причем необходимо отметить, что такие «привнесенные» 
свойства касаются в первую очередь понятия структуры. Так, на-
пример, каждое «теоретико-множественное число» будет содержать 
в себе теоретико-множественный ноль в качестве своего элемента, 
также может быть «построен» булеан того или иного числа (как сле-
дует ожидать, при разных теоретико-множественных представлени-
ях одного и того же числа разными вполне могут оказаться и их бу-
леаны!). Подобные «структуры» весьма странны для обыкновенной 
арифметики, а математические объекты «рассыпаются», что не может 
удовлетворять исследователя.

Даже если и не драматизировать, ситуация в онтологическом смыс-
ле критическая. Тем не менее понятие математического объекта впол-
не может получить свое строгое и удовлетворительное определение. 
Требуемое понятие математического объекта должно искать в дру-
гом понимании структуры. Так, при определении структуры «внеш-
ним» образом 6 ключевую роль играют уже не отношения и операции 
над этими элементами, а отображения (в смысле теории категорий) 
между элементами одного вида. По меткому выражению Т. Лейнстера, 
теория категорий представляет собой «взгляд на математику с высо-
ты птичьего полета», при котором «подробности не видны, но можно 

6 Подробнее см.: [Awodey, 1996].
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заметить паттерны, которые нельзя увидеть с земной поверхности» 
[Leinster, 2014. P. 1]. Такой теоретико-категорный подход к понятию 
структуры приводит к переопределению понятия математического 
объекта. Теперь математическим объектом является не конкретное 
число, а вся (если хотите) система натуральных чисел.

Благодаря «внешнему» варианту понимания структуры имеет 
смысл более широко говорить об изоморфизме и тождестве. В об-
щем случае под изоморфизмом понимается отношение, сохраняющее 
структуру. Так, некоторые два математических объекта будут счи-
таться изоморфными в том случае, если они структурно совпадают 
на требуемом уровне абстракции. Необходимо уточнить, что важную 
роль в данном случае играют свойства объектов. К примеру, два несо-
вместимых по свойствам теоретико-множественные представления 
натуральных чисел не будут изоморфны в силу того, что эти пред-
ставления имеют разные структуры. Возникают «множественные» 
(в смысле их различия и числа) и несводимые друг к другу представ-
ления натуральных чисел. Где же в таком случае искать «сами» (если 
хотите, «настоящие») натуральные числа? Тем не менее, если пред-
ставления, допустим, тех же натуральных чисел предполагают только 
релевантные (другими словами, инвариантные) свойства, то такие 
представления окажутся изоморфными.

Тождество и различие

При обсуждении теоретико-типового подхода к основаниям ма-
тематики была отмечена важная особенность, состоящая в том, 
что определимые при теоретико-типовом подходе свойства оказы-
ваются инвариантными. Последнее может быть проиллюстрировано 
следующим примером. Натуральные числа можно задать через ноль 
(zero) и функцию, возвращающую следующее натуральное число 
(succ), где N – тип натурального числа:

zero: N
succ: N → N

Тогда ряд натуральных чисел будет представлен следующим об-
разом: zero, succ(zero), succ(succ(zero)), succ(succ(succ(zero))), и т.  д. 
В дальнейшем можно определить соответствующие арифметиче-
ские операции, но нас будет интересовать несколько другое. Такое 
теоретико-типовое представление натуральных чисел не является 
единственным. Например, можно было бы определить тип натураль-
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ных* чисел (тип N*) через единицу (one), функцию удвоения (double) 
и функцию удвоения с прибавлением единицы (double  +  1):

one: N*
double: N* → N*
double  +  1: N* → N*

В этом случае «покрытым» оказывается не весь ряд натуральных чи-
сел, «покрывается» только следующий его фрагмент: one, double(one), 
double  +  1(one), double(double(one)), double  +  1(double(one)) и т. д. 
Для чисел 1, 2, 3, 4 и 5, соответственно. Иначе говоря, ноль оказывает-
ся «выколотым» из нашего ряда. Тем не менее с целью «схватить» весь 
ряд натуральных чисел определим еще один тип (тип N2), который 
уже и будет выполнять роль нашего нового представления натураль-
ных чисел, через ноль (zero) и тождество (id):

zero: N2
id: N* → N2

Заметьте, что функция тождества принимает в качестве аргумента 
терм типа N*, а в качестве результата возвращает терм типа N2. Получа-
ется следующий ряд: zero, id(one), id(double(one)), id(double  +  1(one)) 
и т. д. Для наглядности построим следующую таблицу:

Число Терм типа N Терм типа N2

0 zero zero

1 succ(zero) id(one)

2 succ(succ(zero)) id(double(one))

3 succ(succ(succ(zero))) id(double  +  1(one))

4 succ(succ(succ(succ(zero)))) id(double(double(one)))

5 succ(succ(succ(succ(succ(zero))))) id(double  +  1(double(one)))

Как уже было указано, для получившихся представлений на-
туральных чисел можно соответствующим образом определить 
арифметические операции, но следует отметить, что определения 
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арифметических операций для типа N и для типа N2 будут различать-
ся. Некоторые арифметические операции будет удобнее (эффектив-
нее) выполнять с термами типа N, а некоторые другие  – с термами 
типа N2. Однако это не будет означать, что натуральные числа N и на-
туральные числе N2 не изоморфны друг другу. Даже наоборот, можно 
доказать математическую теорему о том, что они изоморфны.

Итак, на определенном уровне абстракции можно утверждать, 
что представление натуральных чисел N и представление натураль-
ных чисел N2 являют собой тождественные представления (вплоть 
до отношения изоморфизма). Правда, необходимо учитывать, что хоть 
эти два представления натуральных чисел и являются изоморфными, 
они тожественны в некотором строго определенном смысле и не тож-
дественны в некотором другом. Например, они не тождественны, 
если нас интересуют «вычислительные» особенности этих представ-
лений в рамках типизированного лямбда-исчисления. Тем не менее 
не следует забывать о том, что применительно к тождеству речь ве-
дется исключительно в рамках строго определенного уровня абстрак-
ции. Ведь и 2 + 2 = 4, и 2 × 9 = 9 × 2 только на определенном уровне 
абстракции (вычислительно в рамках лямбда-исчисления они вполне 
могут быть различены). Для нас же важно то, что представление не-
которого математического объекта при теоретико-типовом подходе 
сохраняет инвариантные свойства этого объекта, а два математиче-
ских объекта на должном уровне абстракции могут быть названы 
тождественными.

Унивалентность

Одним из ключевых моментов современного теоретико-типового 
подхода к основаниям математики является аксиома унивалентно-
сти, предложенная В. Воеводским 7. Коротко говоря, она может быть 
сформулирована следующим образом: тождественное равенство 
двух объектов эквивалентно эквивалентности этих объектов. Либо 
представлена так:

(A =U B) ↔ (A ↔ B).

В данном случае необходимо уточнить, что понятие эквивалент-
ности рассматривается здесь весьма широко и представляет собой 

7 Для введения в гомотопическую теорию типов см.: [The Univalent Foundations 
Program, 2013].
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обобщение понятия изоморфизма (т.  е. этим понятием эквивалент-
ности охватывается и гомотопическая эквивалентность, и категори-
ческая эквивалентность, и логическая эквивалентность, и т. д.). Более 
того, в теоретико-типовом смысле в аксиоме унивалентности речь 
идет о тождественном равенстве (=U) двух (малых) типов общего 
типа U (или вида, т. е. типа типов). Соответственно, объект типа тож-
дественных равенств этих двух типов представляет собой доказа-
тельство того, что эти типы тождественны. В рамках гомотопической 
теории типов этот объект представляет собой путь в пространстве 
путей. В случае же когда типы A и B представляют собой пропози-
ции, аксиома унивалентности дает нам пропозициональную экстен-
сиональность. Кроме того, аксиома унивалентности влечет за собой 
экстенсиональность для функций 8.

Аксиома унивалентности интересна тем, что она сохраняет опи-
санную ранее особенность теории типов, состоящую в том, что все 
определимые свойства являются инвариантами. Более того, бла-
годаря аксиоме унивалентности эта особенность теории типов те-
перь «работает» для всех объектов и всех свойств, это предполагает, 
что все определимые свойства являются структурными. Таким обра-
зом, аксиома унивалентности дает возможность избавиться в ходе 
формализации от неудобных конструкций с классами эквивалент-
ностей, сопровождающих утверждения, использующие разного рода 
инварианты.

В общем случае понятия экстенсиональности для функций и про-
позиций, а также для типов (унивалентность) представляют собой 
более строгие варианты принципа тождественности неразличимых 
Г. В. Лейбница. Грубо говоря, изоморфные типы оказываются нераз-
личимыми (при внешней интерпретации понятия структуры). Та-
ким образом, аксиома унивалентности позволяет сформулировать 
весьма тонкое понятие тождества, которое, по меткому выражению 
С. Оуди, «не схлапывает различные объекты», а «расширяет понятие 
тождества до понятия эквивалентности» [Awodey, 2014. P. 9]. С точ-
ки зрения современного структуралистского подхода к основаниям 
математики «вопрос о том, являются ли два эквивалентных матема-
тических объекта в действительности тождественными в некотором 
более строгом, нелогическом смысле, остается за пределами матема-
тики», а сами «математические объекты просто являются структура-
ми» [Ibid. P. 10–11]. Последнее также вносит свой вклад в построение 

8 Результат получен В. Воеводским и формализован в Coq А. Бауэром и 
П.  Л.  Ламсдэйном. URL: https://ncatlab.org/nlab/files/BauerLumsdaineUnivalence.pdf 
(дата обращения 15.11.2017).
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библиотек формализованной математики, поскольку аксиома унива-
лентности упрощает работу со структурами. Фактически можно за-
менять одну структуру на другую, эквивалентную ей без изменения 
всей конструкции.
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